Problemi di massimo

DOCENTE: Vincenzo Pappalardo
MATERIA: Matematica

e minimo

Verso I'Esame di Stato

-..SCRIVA IL
SUO NOME

A g DI LUSSO!
LD 2 QUESTA LHo

T\ STODIATA!
@,




ESAME DI STATO DI LICEO SCIENTIFICO
CORSO DI ORDINAMENTO « 2001

PROBLEMA 1
Si consideri la seguente relazione tra le variabili reali x;, y:

1 1 1

b

X 'y a
dove a € un parametro reale positivo.

a) Esprimere y in funzione di x e studiare la funzione cosi ottenuta, disegnandone il grafico in un piano ri-
ferito ad un sistema di assi cartesiani ortogonali (Ox)).

b) Determinare per quali valori di a la curva disegnata risulta tangente o secante alla retta ¢ di equazione
x+y=4.

¢) Scrivere I'equazione della circonferenza & che ha il centro nel punto di coordinate (1; 1) e intercetta sul-
la retta # una corda di lunghezza 2V2.

d) Calcolare le aree delle due regioni finite di piano in cui il cerchio delimitato da £ ¢ diviso dalla retta .

e) Determinare per quale valore del parametro a il grafico, di cui al precedente punto a), risulta tangente
alla circonferenza k.



SOLUZIONE DELLA PROVA D'ESAME
CORSO DI ORDINAMENTO + 2001

B PROBLEMA 1 yA
1 1 1
a)Posto x#0 e yp#0, la relazione —+-—=— diventa
X Yy a
ay+ax=xy da cui y= La funzione da studiare & 2a
X—d
ax . . . : a
y= con dominio x#0AX# a. Si tratta di una funzione C

X—d \
omografica il cui grafico € un’iperbole equilatera con asintoti 8 ;
x=ae y=a, centro di simmetria C(a; a) e vertici AQ2a; 2a),
O(0; 0). In quest'ultimo punto la funzione non € pero definita e

N

presenta una discontinuita di terza specie con x—(
xX—a

puo tracciare il grafico (figura 1) nel quale il valore di a ¢ stato
scelto in maniera arbitraria.

A Figura 1.



b) Si valuta la posizione reciproca tra la funzione e la retta discutendo il sistema

L’equazione risolvente ¢ x%—4x+ 4a=0; essa ammette soluzioni reali se e
positivo o nullo. Poiché Vi 4—4a, risulta 4 —4a=0 per a=1.

Pertanto la retta 7 € secante per a<<1, ¢ tangente per a= 1.

¢) La circonferenza k& ha centro C’(1; 1) noto e raggio incognito. Si tracci
la perpendicolare C"H alla retta ¢ (figura 2). Per un teorema della geo-
metria euclidea, tale perpendicolare divide a meta la corda BD che la
circonferenza stacca sulla retta. La distanza del punto C’(1; 1) dalla ret-
ta x+ y=4 vale:

|14 1-4]
CH= =V2,

ax

x—a .
x+y=4

solo se il discriminante &

— BD — 2\/§=\/§.

mentre HB=———> HB=——
2 2

Applicando il teorema di Pitagora al triangolo BC’H, risulta C’'B= 2.
Esso ¢ il raggio cercato.
L'equazione della circonferenza k é:

(x—D*+ (y—1*=4 ovvero x*+ p*—2x—2y—2=0.

A

X+y=4~,

X2 +y2-2x-2y-2=0

Figura 2.



d) Ponendo a sistema l'equazione della circonferenza ke la retta 7 si trovano le coordinate dei punti Be D:
24 42 — — —
X+ yps—=2x—2y—2=0 xX=3 x=1
{ ; " - B D .
x+~V=4 )}:1 3)23
Valutando le coordinate dei punti C’, B e D si osserva che i segmenti C'B e C’D sono rispettivamente
paralleli agli assi cartesiani e quindi tra loro perpendicolari. Pertanto il settore circolare delimitato

dall’angolo BC’D ¢ la quarta parte del cerchio corrispondente alla circonferenza. Indicata con §; I'area
del minore dei segmenti circolari in cui la retta ¢ divide la circonferenza &, essa si ottiene per differenza

tra I'area del settore e I'area del triangolo C”BD.
w(2)* _2:2
st 2

™ — 2.

SI=

L'area §, del restante segmento circolare si ricava per differenza tra I'area del cerchio e §;:

S=m2¥—(r—2)=3mw+2.



€) La risoluzione € compiuta per via geometrica poiché la discussione algebrica della tangenza tra circon-
ferenza e iperbole porterebbe a un sistema di quarto grado difficilmente risolvibile per via elementare.
Nella figura 3 sono rappresentate le possibili posizioni dell'iperbole parametrica rispetto alla circonfe-
renza.

yl
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a. | b. c. o <«Figura 3.



Si osserva che entrambe le curve sono simmetriche rispetto alla bisettrice del I e Il quadrante: nella cir-
conferenza il centro si trova sulla bisettrice che ¢ pertanto diametro e quindi asse di simmetria della cir-
conferenza; nell'iperbole la retta x= y costituisce I'asse trasverso dell'iperbole stessa e pertanto ¢ asse
di simmetria. Ne consegue che i punti di intersezione tra le due curve sono a due a due simmetrici ri-
spetto all’asse di simmetria y= x. Nel caso della tangenza due di questi punti devono coincidere e quin-
di trovarsi sulla bisettrice. Si trova il punto di tangenza 7 (figura 3b) risolvendo il sistema:

[x2+y2—2x—2y—2=0 _)[x=l—\/— (non accettablle)v[x 1+V2
y=1-V2 y=1+V2’

ax | .
p il passaggio per il punto 7(1 + V2, 1+V2):

o
SA+V2O)a+V2—a=a( +\/§f)—>a=ﬂ.

1+V2
>

y=x

Si impone all'iperbole x=

45— a(1+V?2)
1+\/§—a

Liperbole € tangente alla circonferenza k per a=




ESAME DI STATO DI LICEO SCIENTIFICO
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B PROBLEMA 2

2x+1
x2+ m+ | m|

E assegnata la funzione f(x) = , dove m & un parametro reale.

a) Determinare il suo dominio di derivabilita.
b) Calcolare per quale valore di m la funzione ammette una derivata che risulti nulla per x=1.

¢) Studiare la funzione f(x) corrispondente al valore di m cosi trovato e disegnarne il grafico 7y in un piano
riferito ad un sistema di assi cartesiani ortogonali (Ox)), dopo aver stabilito quanti sono esattamente i
flessi di y ed aver fornito una spiegazione esauriente di cio.



SOLUZIONE DELLA PROVA D'ESAME
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Il PROBLEMA 2
2x+1

x*+m+ | m]|

a) La funzione f(x) = , dove m € un parametro reale si puo scrivere come:

[ 2x+1 -

— 5, bperm Vre R .
=4~ +2m , Jloe derivabile{ e per m=>0 :
: 2x+1 per m=0 ' VxeR—{0}, perm=0

2 =
X
\

2x%2—2x2x+ 1)

b) Per m=0 risulta: f'(x) = 4
X

=/ (1)=—4#0.

2(x2+2m) —2xQx+1) ~ (1) = 4(m—1)
(x2 4 2m)? T (14 2m)?

Per m > 0 risulta: f(x) = =0=m=1.



2x+1
x2+2

¢) La funzione da studiare e: f(x) = . La funzione ¢ definita su tutto R. Le intersezioni con gli assi

SONO: A(— 7; 0) con l'asse delle ascisse, B (O; ?> con l'asse delle ordinate.
Si ha inoltre: lim f(x)=0"e lilg_loof (x) = 0%. 1l grafico ha l'asintoto orizzontale y= 0.
2 +2) - 2x+D-2x  —2x*+x-2) —2x+2)(x—1

La derivata prima risulta: /" (x) = (x%+2)? - (2427 (x*+2)° ’

f'()=0=>—-2=x=1, quindi (vedi anche figura 5) si ha un minimo nel punto m(—Z; —7) ed un
massimo nel punto M(1;1).

2

1

+ 1 - -
/maX\

.

< Figura 5.



Studiando la derivata seconda si ottiene:

)= =2 Qx+ Dx?+2)—2(x?+x—2)-2x _ 22x3+3x2—12x—2)
T (x%+2)° (x*+2) ’

[ (x0)=0=2x°+ 3x*— 12x— 2=, 'equazione non si scompone con la regola di Ruffini, ma si osser-
va che, per il teorema fondamentale dell’algebra, ha al massimo tre radici, quindi tre flessi. I risultati ot-
tenuti in precedenza per i limiti negli estremi del dominio ed i valori dei punti di massimo e di minimo
permettono di determinare che i flessi devono essere almeno tre. In definitiva i flessi sono proprio tre.
In conclusione si puo tracciare il grafico della funzione (figura 6).

yl\

M(1; 1)

< Figura 6.
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PROBLEMA 2

In un piano, riferito a un sistema monometrico di assi cartesiani ortogonali (Ox)), sono assegnate le curve
di equazione:

1+ asenx

COS X

dove a € un parametro reale.

a) Dimostrare che si tratta di curve periodiche con periodo 2m, che hanno in comune infiniti punti dei
quali si chiedono le coordinate.
b) Tra le curve assegnate determinare quelle che hanno come tangente orizzontale la retta di equazione

V3
Y >

¢) Controllato che due curve soddisfano alla condizione precedente, dimostrare che sono I'una simmetrica
dell’altra rispetto all’'asse y e disegnarle nell'intervallo —m=x=m, dopo aver spiegato, in particolare,
perché nessuna di esse presenta punti di flesso.
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M PROBLEMA 2

. 1+asenx -
a) Posto f(x) = , €ssa puo essere scritta come f(x) = + atg x. La periodicita della fun-
COS X COS X
1
zione coseno ¢ 2, cosicché ¢ periodica di periodo 17 = 2mr; tg x ha periodicita m per cui il perio-
COS X

do di atgx ¢ T,=m. La funzione f, € somma di funzioni periodiche: essa ¢ allora periodica di periodo
I'=m.cm. (11, T5) cioé T= 2.

Presi due valori arbitrari di a, a4y e a, con ay # a, e le corrispondenti funzioni f; e f, 1 loro punti comu-
ni soddisfano l'equazione fz(x) = fo,(X), cioe:

+atgx= +aptgx > (—a)tgx=0 — tgx=0 — x=km conkEZ.

COS X COS X
Le coordinate di tali punti sono: (2km; 1) e (2k+ D, — 1).

1+ asenx
Vista l'arbitrarieta di ¢y e a, si puo concludere che le curve f(x) = hanno in comune infiniti

punti di coordinate (2kr; 1) e (2k+ D, — 1). COsX




1+ asenx ) ™ ,
b)La funzione y= ha campo di esistenza C.E.: x#—+ km con REZ e derivata prima:
COS X 2
, acos®x+ sen x(1 + asen x) senXx+ a _ _ o ,
Yy = > = > La curva ha tangente orizzontale nei punti in cui la
COS“ X COs“ X
derivata prima si annulla, ossia per senx= — a. Condizione necessaria per l'esistenza di tali punti ¢
quindi: | a| <1.1a loro ordinata si trova sostituendo sen x= — a nell'equazione della funzione e percio
1—a?

vale: y= NI Imponendo per ipotesi y= e tenendo conto che | al < 1, risulta:

1-a> V3 - V3 ) 1
s = - l—-a*=—— —> 1—-a‘=— —> a=*—.
Vi-a 2 2 4 2
Tali valori sono entrambi accettabili; pertanto le curve che hanno come tangente orizzontale la retta di
1 1
1+—senx 1——senx
. V3 2 o 2+senx 2
equazione y= sono: Y= , cioe yp= , e y= , Ovvero
2 ; COS X ; 2Cos X ; COS X

2—senx

2COS X



) ) 2+senx ) . o , X=—Xx )
¢) Considerata la funzione y= cosx si applica la simmetria rispetto all'asse y: y . La funzione
COS X =
R 2+sen(— X ) 2—senX o ‘ 2—senx
trasformata ¢ Y= : — ovvero Y=———— Essa coincide con la funzione y=———
2cos(— X)) 2cos X ; 2COS X
) . o ) o 2+senx 2—senx
nello stesso sistema di assi cartesiani. Pertanto si conclude che le funzioni yj=—e y=———
; 2COS X ; 2Cosx

sono l'una simmetrica dell’altra rispetto all'asse delle ordinate.
Per rappresentare i loro grafici nell'intervallo — = x =, ¢ sufficiente compiere lo studio di una sola di

2+senx _ . m PP
— . Il suo campo di esistenza ¢ C.E.: x# £ —. Essa non ¢ né pari né di-

2cosx 2
spari. Non ha intersezioni con l'asse x poiché il numeratore della funzione, 2 + sen x; non si puo mai

annullare ed € sempre positivo; l'intersezione con I'asse y € (0; 1). La funzione € positiva per cos x> ()

esse, per esempio y=

o ’ﬂ' o . mom i 1 . .
cioe per ——< x<7; ¢ negativa per —m=x< — 7v7< x=r. I limiti agli estremi del campo di

—

) ) 2+senx ) 2+senx _ ) ) o
esistenza sono: lim ———————=*® lim ———— = F o0; pertanto la curva ha asintoti verticali
m 2C0SX ™ 2CO0S X
xX— xX—>
2 2
’"' i . . . . . : : -
X=—-ex=—- Nei punti x= —m e x= il grafico ha coordinate A(—; — 1) e B(m; — 1). La fun-
, o, 2senxt1 , , , 5 m , -
zione derivata ¢ )’ = > Essa si annulla nei punti x=——m e x=——_ Nella figura 3 & ri-
‘ 2cos*x 6 0

portata la tabella del suo segno.

, I+9———?——0+l+++?+++
y ueey | | | | | ——
-m 5., & _T 0 T n
6 2 6 2
y /mLx ?‘J\ mln — ;'L/ <Figura 3.



5 0y

La funzione y ha un massimo nel punto x= — ‘T'rr € un minimo per x= — T Le corrispondenti coor-
g g
. . 5 3 ™ V3
dinate sul grafico valgono M| ——m; — e Nl ————
6 2 6 2

La derivata seconda della funzione &

sen’x+senx+1

”

y =

cos3 x

La tabella del suo segno ¢ indicata nella figura 4. Y e ———,

e AR SR e

Si osserva che la derivata seconda non si annulla mai: non € quindi soddisfatta la condizione necessaria

per l'esistenza di punti di flesso.

. _ 2+senx _ . _
Il grafico della funzione y= ¢ rappresentato nella figura 5.

2COS X



_2+senx
2Cosx

N3

< Figura 5.



Sfruttando la proprieta di simmetria tra le funzioni y=

2COS X

2+senx

e y=

quindi ora possibile tracciare il grafico della seconda funzione (figura 6).

_2+senx

~ 2cosX

yl\

2—-senx

y= 2cosx

2—senx

2COS X

NIa

Xy

rispetto all’asse y, ¢

< Figura 6.
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Sessione suppletiva

PROBLEMA 1
In un piano, riferito ad un sistema di assi cartesiani ortogonali (Ox)), € assegnata la curva K di equazione:
o 2x(6 — x)
(D y=—".
2+x

a) Disegnarne 'andamento, indicando con A4 il suo punto di massimo relativo.

. . . . . a b L
b) Calcolare quanti punti, aventi le coordinate del tipo (7, 7), dove a, b sono numeri interi, apparten-

gono alla regione piana (contorno compreso) delimitata dall’asse x e dalla curva K
¢) Fra i triangoli isosceli aventi il vertice propriamente detto in A e la base sull’asse x, determinare quello il
cui perimetro € 16.



SOLUZIONE DELLA PROVA D'ESAME
CORSO DI ORDINAMENTO « 2004

Sessione suppletiva

B PROBLEMA 1

o 2x(6—x
a) Il campo di esistenza della funzione f(x) = 2x06-%

2+
ponendo che il denominatore di /non sia nullo. Lo schema di figura 1 mostra il segno di f: la funzione
siannulla in x=0 e in x=06, € positiva per x< — 2 e per 0 <x<06, negativa per —2<x<(0 e per x> 0.

e l'intervallo |—o, —2[U] — 2, +o0[ e si ottiene im-

| -0 . 0 _
2x(6—x) === : : =
6
- 0 4 + +
24w : <
-2
|
4 _ o0 0 _
L e e
-2 0 6
A Figura 1.

Calcoliamo i limiti. Si ha:
lim f=+4+oo lim f=—®
X—>—0 ‘/ " x40 f ’

lim f=—o lim f=+oo.
x—==2" x—==2"

Quindi la retta x= — 2 € asintoto verticale. P



\(UALL\JL L84 I LLAs WV i % RALTALALNILLS ¥ L LA AL

Cerchiamo eventuali asintoti obliqui di equazione y= mx+ g, con m= lim
) x—=*w X

f(x)

. S

e g=lim [ f(x) — mx].

Si ha:
. 26—
m=lim ———=—
x=te 24X
2x(6—x 16x |
q=lim [ 6= + x] = lim ——=16.
aie| 24 x w2 )+ X
La retta y= — 2x+ 16 & asintoto obliquo di f
, , y (12 — 422 + x) — 12x+ 2x? —2x*+4x—12) o
La derivata prima f'(x) = : - : : ha campo di esistenza
' 2+ x)? 2+ x)7°
uguale a quello di fe si annulla per x=—06 e x= 2. Essendo il denominatore sempre positivo, il segno

di /" € concorde con il segno del numeratore. Si ha:

per —6<x<2, f'(x)>0 e la funzione f¢ crescente;
perx<—0e x>2, f'(x)<0 la funzione fé& decrescente.

Quindi x= —6 & punto di minimo relativo e x=2 & punto di massimo relativo. I corrispondenti valori
di fsono f(—=06) =306 e f(2) = 4. Le coordinate del punto 4 sono dunque A(2, 4).
—64

La derivata seconda f"(x) = non si annulla in nessun punto del

(x+2)°
suo campo di esistenza, ¢ positiva per x<— 2, negativa per x> — 2. Si
conclude che la funzione fnon ha flessi, ha concavita rivolta verso I'alto

per x< — 2 e concavita rivolta verso il basso per x> — 2.



Il grafico riportato in figura 2 mostra che la curva K ¢ un’iperbole non i Ay
equilatera di asintoti x=—2 e y=—2x+10. '

b)La domanda richiede un conteggio diretto dei punti. Dalle ipotesi

a o C e
05756 e 0575/(36_) (a e b numeri interi) si ricava: 0=a=12 e

0=b=2f(x). Quindi i possibili valori che le ascisse dei punti possono

3 11

: . a
assumere sono 13 e sono: 0,7, 1, —,2,......... ,7,6. Fissato x=7,

2

a
i punti da conteggiare lungo la verticale per x sono tutti i punti > b

che soddisfano la condizione 0= b=2f (%); essi sono 1 + int (2f (%)),

dove il simbolo int indica la funzione parte intera. Ricordiamo che dato z
numero reale, int(2) ¢ il pit grande numero intero minore o uguale a z.
Memorizziamo i punti di ciascuna linea verticale nella seguente tabella.

» Figura 2.
X 0 0,5 1 1,5 2 2,5 3 3,5 4 4,5 5 5,5 6
2. /() 0 44 66 77 8 77 72 63 53 41 28 14 0

1+ int(Z f(%)) 1 5 7 8 9 8 8 7 6 5 3 2 1



12 a
Il numero di punti totale ¢ quindi Z 1+int (Zf (7>) =70.
a=0

¢) Indichiamo con B(b; 0) il vertice a sinistra di A(2; 4), con C(c; 0) il
vertice a destra di 4 e con H(2; 0) il piede dell’altezza relativa alla
base BC (vedi figura 3). Per le ipotesi sul triangolo ABC:

BH=HC—c=4—b

e quindi il punto C ha coordinate C(4 — b;0). Sostituendo le coor-
dinate dei punti A e B nella relazione AB+ BH=8 si ottiene:
V(b—2)*+16 + V(b—2)* =8. Essendo b<2 per ipotesi, si ha
|b—2| =2—b; quindi V(b—2)*+16 =6+ b che ha senso per
b>—06. Daltronde se fosse h<—06, la base BC del triangolo
avrebbe lunghezza superiore a 16 e quindi il perimetro non po-
trebbe essere 16. Possiamo elevare al quadrato ambo i membri
della relazione V(b—2*+16=6+b e risolvendo si ottiene
b=—1. Quindi ¢c=5 e il triangolo richiesto ha vertici A(2; 4),
B(—=1; 0), C(5; 0).

A Figura 3.




ESAME DI STATO DI LICEO SCIENTIFICO
CORSO DI ORDINAMENTO - 2005

PROBLEMA 2

Nel piano, riferito a un sistema di assi cartesiani ortogonali (Ox)), sono assegnate le curve di equazione:

(1] y=x*+ax*+ bx*+c.

a) Dimostrare che, nel punto in cui secano I'asse ), hanno tangente parallela all’asse x.

b) Trovare quale relazione deve sussistere fra i coefficienti a, b affinché la curva [1] volga la concavita ver-
so le y positive in tutto il suo dominio.

¢) Determinare i coefficienti g, b, ¢ in modo che la corrispondente curva [1] abbia, nel punto in cui seca
I'asse y, un flesso e la relativa tangente inflessionale la sechi ulteriormente nel punto di coordinate (2; 2).

d) Indicata con K la curva trovata, stabilire com’e situata rispetto all’asse x, fornendo una esauriente spie-
gazione della risposta.

e) Dopo aver verificato che la curva K presenta un secondo flesso, calcolare I'area della regione finita di
piano delimitata da K e dalle due tangenti inflessionali.



SOLUZIONE DELLA PROVA D'ESAME
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Il PROBLEMA 2

a) Le curve di equazione y=f(x)=x*+ ax?+ bx?+ ¢ sono funzioni polinomiali continue e derivabili
nell'insieme dei numeri reali. Le derivate prime hanno forma: y” = 4x3 4 3ax? 4+ 2bx e, per definizione
di derivata, esse si annullano nei punti in cui la tangente € parallela all’asse x. Pertanto, ponendo )" =0,

—-3a+=V9a*—32b

8
punto x= 0, in cui ogni curva seca 'asse ), le curve [1] hanno tangente parallela all’asse x.

si ottiene 4x2 + 3ax? + 2bx =0 che ha soluzioni x=0 e x=

. Si conclude che nel

b) Data una funzione con derivata prima e seconda continue in un intervallo, condizione sufficiente affin-
ché essa rivolga la concavita verso l'alto in un punto X, interno all’intervallo, € che la derivata seconda
in quel punto sia positiva. Se y= x*+ ax?+ bx?+ ¢, la derivata prima ¢ )y’ = 4x3 4+ 3ax*+ 2bx e la de-
rivata seconda ha espressione: y” = 12x2 + 6ax + 2b. Posto y” >0, risulta:

12x% 4+ 6ax +2b>0 —  6x*+3ax+ b>0.

: : 2 . . —3a*V9a*—24b
L'equazione associata, 6x°+ 3ax + b=0, ammette soluzioni reali x= T ,
A=9a*>—24b=0.

con



Pertanto la disequazione € sempre verificata nel campo reale se il discriminante A & negativo. La funzio-
ne rivolge la concavita verso l'alto su tutto R se vale la seguente relazione tra a e b:

9a*—24b<(0) — 3a*—8b<0.

La condizione ¢ sufficiente e puo non contemplare altri casi in cui la funzione ha concavita verso I'alto
su tutto il campo reale. E infatti necessario discutere il segno della derivata prima e della derivata secon-
da, in relazione al discriminante A.

Se A> 0, cioé 3a*—8b>0, la derivata seconda & negativa in un intervallo. In esso la funzione ha con-
cavita rivolta verso il basso. Pertanto, per 3a*—8b> (), la curva non mantiene la concavita verso l'alto
nel suo campo di esistenza. p

Se A =0, cio¢ 3a*=8b, la derivata seconda & positiva per x#—— e nulla per x=——. La derivata

prima, )’ = 4x3 4+ 3ax*+ 2bx, diventa )’ = x(4x2 + 3ax+ %az): essa € negativa per x<0, nulla per

x= 0, positiva per x> (. Pertanto la funzione ha un minimo in x= 0 e non possiede flessi: essa presen-
ta concavita verso l'alto in R.

In conclusione, la curva y= x*+ ax®+ bx*+ ¢ rivolge la concavita verso I'alto nel suo campo di esi-
stenza R se a e b soddisfano la relazione: 3a* — 8b= 0.



¢) Nella soluzione del punto a) si € trovato che la curva parametrica ha tangente orizzontale nel punto
x= 0, ovvero nel punto del grafico di coordinate (0; ¢). Affinché vi sia un flesso, € necessario che la de-
rivata seconda f”(x) = 12x%+ 6ax + 2b si annulli per x= 0 cioe¢ f”(0) = 0. Risulta quindi:

F=2b=0 — b=0.

Se la tangente orizzontale inflessionale in (0; ¢) interseca la curva in un ulteriore punto, (2; 2), si deduce
che c=2.
Infine, poiché la curva passa per il punto (2; 2) deve valere 2 = f(2), cioe:

2=2"4+a-2%+b-22°+¢c > 8at+t4ib+c=-14.

Si pongono a sistema le relazioni trovate:

(h=0 (h=0
{c=2 - {c=2
L86z+4b+c=—14 ka=—2

La curva ha equazione: y= x*—2x3+ 2.



d)La curva K ha equazione f(x) = x*—2x3+2 e si ha: lim f(x) =+ «. Per x <0 la funzione & sempre

x—xow

positiva e in questa regione la curva ¢ situata sopra l'asse x. Rimane da valutare 'andamento per
x=(. La derivata prima € f"(x) = 4x3 — 6x% = 2x%(2x — 3) e la tabella del suo segno é riportata nella
figura 4.

-0 4
Per 0 =x<—1la funzione ¢ decrescente, per x> Y la funzio- F1(x) = !
0 3
ne € crescente e x= Y ¢ minimo assoluto. Poiché il minimo £(x) 2
03\ 3\ (35 \ \ /
ha immagine f (— =\—| —2|—= ) +2=—— positiva, per
. - - 16 flesso min
definizione di crescenza e decrescenza e tenendo conto della
continuita, la funzione € positiva nei due intervalli e quindi A Figura 4.
per x=0.

In conclusione il grafico della funzione ¢ situato sopra I'asse delle x.



e) Si studia la curva K di equazione f(x) = x* — 2x® + 2 per rappresentarla in un sistema cartesiano. Il cam-
po di esistenza ¢ quello dei numeri reali. Per le dimostrazioni precedenti, essa interseca I'asse y nel
punto A(0; 2), dove ha un flesso orizzontale con tangente inflessionale di equazione #4: y= 2; € sempre

-

positiva ed ha un minimo di coordinate M (—; —) La derivata seconda vale /”(x) = 12x*— 12x, per-

216

tanto la funzione ha un ulteriore flesso nel punto x= 1, di coordinate F(1; 1). La corrispondente tangen-
te inflessionale ha equazione : y— 1= f'(1) (x—1) cioe y= — 2x+ 3. Essa interseca la curva anche nel

| _ . . . : 1 . _
punto C(—1; 5). Le rette 4 e £ si intersecano in un punto ) di coordinate D(;; 2. Nella figura 5 €
tracciata la curva, le tangenti inflessionali e la regione compresa tra esse.

yA

Xy

< Figura 5.



ESAME DI STATO DI LICEO SCIENTIFICO
CORSO DI ORDINAMENTO « 2005

PROBLEMA 2

Si consideri la funzione fdefinita sull'intervallo [0; +o0[ da:
S0 =1
Jx)= %xz(_?) —2logx)+1 se x>0

e sia C'la sua curva rappresentativa nel riferimento Oxy, ortogonale e monometrico.

1. Si stabilisca se f e continua e derivabile in )
2. Si dimostri che I'equazione f(x) = 0 ha, sull'intervallo [0; +[, un’unica radice reale.
3. Si disegni C'e si determini 'equazione della retta r tangente a C nel punto di ascissa x= 1.



SOLUZIONE DELLA PROVA D'ESAME
CORSO DI ORDINAMENTO 2005

I PROBLEMA 2

1. Una funzione ¢ continua in un punto X, se lim f(x) = f(x). In questo caso, poiché la funzione ha come
2%

campo di esistenza x= (), esaminiamo la continuita a destra di 0. Si ha:
1
lim —x%3 —2logx)+1=1=£0).
x_>0+ 2 -~ g - .f' -

Infatti per il teorema di De L'Hopital si ha l.i_I}& x%log x= 0. La funzione ¢ continua in 0.
X

Una funzione ¢ derivabile in un punto X se esiste ed ¢ finito
S+ b) = f(x)
P :

In questo caso:

lim
h—0

1
BN —h*3—2logh) +1-1

=0 20T Ees”

lim = lim

h—=0* h h—=0* h

N L
_11?1_[%2[)(3 2logh)=0

quindi la funzione ¢ derivabile in 0.



1 2
2. Dfix)= 7(_2.%'(3 —2logx) — ?xz) =2x(1 —logx),quindi la funzione ¢ crescente quando logx<1,
1
cioe in ]0; e[, mentre ¢ decrescente in Je; +%[. In x=e ¢’¢ un punto di massimo: f(e) =702 +1>0.

[noltre liqu flx)=[+ - (=)= =0 In |1;+ [ quindi, la funzione deve attraversare I'asse x per il

teorema di esistenza degli zeri. Inoltre, essendo la funzione decrescente in tale intervallo, il punto di in-
tersezione tra la funzione e I'asse x € unico.

Per stimare il valore della soluzione si puo procedere, per esempio, con il metodo di bisezione. Notia-
mo innanzitutto che f(4) =2,82> 0, mentre f(5) = — 1,74 <.

a f(a) b f(b) (a + b)/2 fl(a + b)/2]
. 2,82 5 —1,74 4,5 0,92
4,5 0,92 5 —1,74 475 —0,31
45 0,92 4,75 —0,31 4,625 0,33

E cosi via fino alla precisione voluta (la soluzione € circa 4,6901).



3. Per disegnare C, oltre ad utilizzare gli elementi studiati nel punto 2, calcoliamo
- 1
f(x) = 2[1 —logx+ x(——)]= —2logx. La concavita € rivolta verso l'alto quando —2logx>0, cioe
X
quando x<1, mentre € rivolta verso I'alto per x> 1. In x=1 ¢’¢ un punto di flesso obliquo ( /(1) = 2).
La generica retta tangente alla curva f{x) in un punto X € Y—/f(x)=/["(x)(x— x). Sostituen-

-

5 | | 1 |
do xy=1 si ottiene y— 5= 2(x—1) quindi y=2x+ > (tangente inflessionale).

yA




